
3次方程式の解の公式を導く

3次方程式は一般に x3 の係数で割ってやれば,

x3 + ax2 + bx+ c = 0 (0.1)

の形で表せる. ここで変数変換,
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となるので,
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と置けば任意の 3次方程式が,

y3 + py + q = 0, (0.9)

に変形できることになる. そこでこの方程式を解こう.

まず,

y = u+ v (0.10)

と置くと, 方程式 (0.9)は,

0 = (u+ v)3 + p(u+ v) + q (0.11)

= u3 + 3u2v + 3uv2 + v3 + p(u+ v) + q (0.12)

= u3 + v3 + 3uv(u+ v) + p(u+ v) + q (0.13)

= u3 + v3 + q + (3uv + p)(u+ v) (0.14)

従って, もし,

u3 + v3 + q = 0, (0.15)

3uv + p = 0, (0.16)

を満たす, u, vが見つかれば, y = u+ vは解になる. この 2つの式から,

u3 + v3 = −q, (0.17)
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が得られる. ここで,
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より,
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が得られるので,
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または
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となるが, いま u, vは y = u+ vの定義において対称だから, u ≥ vとして一般性を失わない. 従って,
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と仮定しよう. これと, (0.17)より,
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が得られる. ここで u, vともに 3乗根で表されることが分かったので, 次の式を考える:

x3 = 1 (0.26)

この式は, 変形すると,

x3 − 1 = (x− 1)(x2 + x+ 1) = 0, (0.27)

と表せるから, (0.26)の解は,
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ここで
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と置くと, (0.27)より,

ω2 + ω + 1 = 0, (0.30)

従って,
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となりもう一つの複素数の立方根になる. また当然 ω3 = 1だから, 結局全ての 1の立方根は ω, ω2, ω3 で表せる

ことになる. この事実を用いると, u, vの立方根は,
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と置いたとき, U, Uω, Uω2 と V, V ω, V ω2 がそれぞれの解となるが, 実際には条件式 (0.16)を満たすように組

み合わせなければならないが,
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より, u, vの中身に掛かる ωの次数の和は必ず 3にならなければならない. これより, 解は,

y = U + V, Uω + V ω2, Uω2 + V ω (0.35)

の 3つとなることが分かった. なお,
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であった.
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