
アインシュタインテンソルの導入

この項では重力場の方程式（=アインシュタイン方程式）において重要な役割をするアインシュタインテンソ
ルを定義しよう.

リッチテンソル

リーマンテンソルを次のように縮約して得られる 2階の共変テンソルをリッチテンソルと呼ぶ.

Rµν
def= Rσ

µσν (1)

リッチテンソルは添字の入れ替えに対して対称である.; 実際, Rαβγδ = Rγδαβ であったから, この両辺に gαγ を

掛けて縮約をとると,

gαγRαβγδ = gαγRγδαβ

∴ gαγgασRσ
βγδ = gαγgγσRσ

δαβ

∴ δγ
σRσ

βγδ = δα
σRσ

δαβ

∴ Rγ
βγδ = Rα

δαβ

∴ Rβδ = Rδβ

となる.

スカラー曲率

リッチテンソルをさらに縮約すると次に示されるスカラー曲率を得る.

R
def= gµνRµν
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アインシュタインテンソル

ビアンキの恒等式からアインシュタインテンソルに関する 1つの恒等式を次のようにして得ることが出来る.
まず, ビアンキの恒等式,

∇δR
µ

αβγ + ∇γRµ
αδβ + ∇βRµ

αγδ = 0

を δ = µによって縮約 (=和)をとると, リッチテンソルの定義と Rµ
αγδ = −Rµ

αδγ によって,

∇µRµ
αβγ + ∇γR αβ −∇βR αγ = 0

が得られる. この両辺に gγαを掛けて和をとると, 計量条件により gγαは共変微分に対して定数のように振舞う,
つまり

∇µ (gγαA) = (∇µgγα)A + gγα∇µA = gγα∇µA

となることから,

∇µgγαRµ
αβγ + ∇γgγαR αβ −∇βgγαR αγ = 0

より,

∇µRµ
β + ∇γRγ

β −∇βR = 0

が得られる. これより,

∇µRµ
β + ∇µRµ

β −∇µ

(
δµ

βR
)

= 0

のように変形すれば,

2∇µ

(
Rµ

β − 1
2
δµ

βR

)
= 0

を得る. この式に gβρ を掛けてやると, 再び計量条件より,

∇µ

(
Rµρ − 1

2
gµρR

)
= 0 (2)

が成り立つ事が示される. 最後の式において,

Gµρ def= Rµρ − 1
2
gµρR

とおき, Gµρ をアインシュタインテンソルと呼ぶ.
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