
計量条件の導出

ここでは, 計量条件と呼ばれる式を導く. これは計量の共変微分が 0, すなわち∇βgµν = 0を示す.

準備～2階の共変テンソルの共変微分～

さて, 前節では一般のテンソルの共変微分を導いたわけだが, 計算が煩雑な上に覚えるのも大変だろう. そこ
でここでは, 具体的なイメージを掴むために,計量条件, すなわち ∇βgµν = 0を導く準備として, 2階の共変テ
ンソルの共変微分を導きたい. もちろん, ここでの議論は全く同じやり方で任意の混合テンソルに拡張でき, そ
れが前節で導いたものであった. 要は難しいほうを先に導いてしまったので, より簡単な例を示そうという事で
ある.

補題 0.1. 2階の共変テンソルの共変微分
Tµν を 2階の共変テンソルとするとき, 次が成り立つ.

Tµν;β = Tµν,β − Γα
µβTαν − Γα

νβTµα

証明. 前節同様に基底をつけて証明する.

∇β (Tµνwµ ⊗ wν) = (∇βTµν)wµ ⊗ wν + Tµν (∇βwµ) ⊗ wν + Tµνwµ ⊗ (∇βwν)

= Tµν,βwµ ⊗ wν + Tµν

(
−Γµ

αβwα
)
⊗ wν + Tµνwµ ⊗

(
−Γ ν

αβwα
)

= Tµν,βwµ ⊗ wν − Γµ
αβTµνwα ⊗ wν − Γ ν

αβTµνwµ ⊗ wα

= Tµν,βwµ ⊗ wν − Γα
µβTανwµ ⊗ wν − Γα

νβTµαwµ ⊗ wν

=
(
Tµν,β − Γα

µβTαν − Γα
νβTµα

)
wµ ⊗ wν

よって成分を取り出すと,

Tµν;β
def= ∇βTµν = Tµν,β − Γα

µβTαν − Γα
νβTµα

が示された.

計量条件の導出

計量条件を導くに当たって, 次の事実を用いる.

1. Tµν;β = Tµν,β − Γα
µβTαν − Γα

νβTµα (2階の共変テンソルの共変微分)

2. 計量 gµν は 2階の共変テンソルである.

3. gνµ = gµν(計量テンソルは対称 (行列)である. )

4. 接続係数 Γα
βγ は計量テンソル gµν を用いて次のように表される.

Γα
βγ =

1
2
gακ (gκβ,γ + gκγ,β − gγβ,κ)

1



定理 0.2. 計量条件

∇βgµν = 0, ∇βgµν = 0

証明.

∇βgµν = gµν,β − Γα
µβgαν − Γα

νβgµα

= gµν,β − 1
2
gακ (gκµ,β + gκβ,µ − gβµ,κ) gαν − 1

2
gακ (gκν,β + gκβ,ν − gβν,κ) gµα

= gµν,β − 1
2
gανgακ (gκµ,β + gκβ,µ − gβµ,κ) − 1

2
gµαgακ (gκν,β + gκβ,ν − gβν,κ)

= gµν,β − 1
2
δ κ
ν (gκµ,β + gκβ,µ − gβµ,κ) − 1

2
δ κ
µ (gκν,β + gκβ,ν − gβν,κ)

= gµν,β − 1
2

(gνµ,β + gνβ,µ − gβµ,ν) − 1
2

(gµν,β + gµβ,ν − gβν,µ)

= gµν,β − 1
2

(gµν,β + gβν,µ − gµβ,ν) − 1
2

(gµν,β + gµβ,ν − gβν,µ)

= 0

∴∇βgµν = 0

∇βgµν は次のようにして示される. いま,

gκλgλν = δ ν
κ

だから,

∇β

(
gκλgλν

)
= ∇βδ ν

κ = 0

また, 先ほどの証明より, ∇βgκλ = 0だから,

∇β

(
gκλgλν

)
= (∇βgκλ) gλν + gκλ

(
∇βgλν

)
= gκλ

(
∇βgλν

)
= 0

よって最後の式に gµκ を掛けて和を取ると,

gµκgκλ

(
∇βgλν

)
= δµ

λ

(
∇βgλν

)
= ∇βgµν = 0

よって, ∇βgµν = 0が示された.
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