
ビアンキの恒等式

リーマンテンソルに関する重要な恒等式としてビアンキの恒等式がある. それは次のような式である.

Rµ
αβγ;δ + Rµ

αδβ;γ + Rµ
αγδ;β = 0 (1)

或いは全く同じ意味であるが,

∇δR
µ

αβγ + ∇γRµ
αδβ + ∇βRµ

αγδ = 0 (2)

と表される. この式の証明はテンソルに関する恒等式を証明する場合の常套手段だが, 測地座標系を選んで確か
めてみると簡単に証明できる. 今, 測地座標系では Γµ

αβγ = 0が成り立っているのだから, 共変微分がただの
偏微分になる. 空間が平坦だから当たり前なのだが, 念のため具体的に計算してみると今, リーマンテンソルを
通常の成分表示からテンソル空間の元として表してみると,

Rµ
αβγeµ ⊗ wα ⊗ wβ ⊗ wγ

と表される. そこでこのテンソルを共変微分してやると, ライプニッツ則より,

∇δ

(
Rµ

αβγeµ ⊗ wα ⊗ wβ ⊗ wγ
)

=
(
∇δR

µ
αβγ

)
eµ ⊗ wα ⊗ wβ ⊗ wγ + Rµ

αβγ (∇δeµ) ⊗ wα ⊗ wβ ⊗ wγ

+ Rµ
αβγeµ ⊗ (∇δw

α) ⊗ wβ ⊗ wγ + Rµ
αβγeµ ⊗ wα ⊗

(
∇δw

β
)
⊗ wγ

+ Rµ
αβγeµ ⊗ wα ⊗ wβ ⊗ (∇δw

γ)

=
(
∂δR

µ
αβγ

)
eµ ⊗ wα ⊗ wβ ⊗ wγ + Rµ

αβγ

(
Γν

µδeν

)
⊗ wα ⊗ wβ ⊗ wγ

+ Rµ
αβγeµ ⊗ (−Γα

νδw
ν) ⊗ wβ ⊗ wγ + Rµ

αβγeµ ⊗ wα ⊗
(
−Γβ

νδw
ν
)
⊗ wγ

+ Rµ
αβγeµ ⊗ wα ⊗ wβ ⊗ (−Γγ

νδw
ν)

=
(
∂δR

µ
αβγ

)
eµ ⊗ wα ⊗ wβ ⊗ wγ

従ってこの計算を成分で表せば,

∇δR
µ

αβγ = ∂δR
µ

αβγ

となり共変微分がただの偏微分になることが分かる. そこでリーマンテンソルの定義に従って書き下してみると,

Rµ
αβγ

def= ∂βΓµ
αγ − ∂γΓµ

αβ + Γλ
αγΓµ

λβ − Γλ
αβΓµ

λγ = ∂βΓµ
αγ − ∂γΓµ

αβ

だから,

∂δR
µ

αβγ =������:1
∂δ∂βΓµ

αγ −������:2
∂δ∂γΓµ

αβ

∂γRµ
αδβ =������:2

∂γ∂δΓ
µ

αβ −������:3
∂γ∂βΓµ

αδ

∂βRµ
αγδ =������:3

∂β∂γΓµ
αδ −������:1

∂β∂δΓµ
αγ

より,

∂δR
µ

αβγ + ∂γRµ
αδβ + ∂βRµ

αγδ = 0

即ち,

∇δR
µ

αβγ + ∇γRµ
αδβ + ∇βRµ

αγδ = 0

が示された. なお, このテンソル式は既に説明したように座標系の選び方によらず成り立つ.
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